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V prispévku je popsdna optimalizacni metoda simplexil, uréend pro hleddni optima sloZitych funkcnich zdavislosti s pfipadnymi omezujicimi
podminkami. Tato funkcni zdvislost miiZe byt vyjddrena jak v analytickém tvaru (spojitém nebo diskrétnim), tak i v podobé vysledkii experimentii

vy

na redlném zafizeni. Z diivodu srozumitelnéjsiho popisu a jednoduché geometrické interpretaci vysledkii feseni je metoda demonstrovina na

hleddni optima funkce dvou proménnych.

1 Uvod

Rada tloh z oblasti fizeni vyZzaduje mj. nalezeni z ur¢itého hlediska
nejlepsiho optimalniho stavu (rezimu nebo feSeni). Cilem tohoto
piispévku je sezndmit ¢tenafe v potfebném minimalnim rozsahu
s numerickou, iteracni, negradientni metodou simplexd, efektivnim
to prostfedkem pro hledani optima tc¢elovych funkci. Nejsou proto
uvadény zadné vypocetni vztahy (i kdyz nejsou slozité) a vyklad je
omezen pouze na verbalni popis algoritmu.

Téma piispévku je piipravou pro zavér seridlu ,,Umélé neuronové
sité — teorie a aplikace“ (CHEMAGAZIN 2005-2009), ve kterém
bude pojednéno o vyuziti UNS v prediktivnim fizeni.

Nez vSak pfistoupime k vykladu vlastni metody simplexd, bude
ucelné si pfipomenout feSen{ analytické [1].

2 Analytické stanoveni extrému funkéni zavislosti
Pod pojmem optimum budeme déle chapat extrém (maximum nebo
minimum) funkéni zavislosti icelové funkce.

Uvazujme spojitou ucelovou funkci vice proménnych bez ome-
zujicich podminek
R = f(u,u,... U ), (1)
ktera ma spojité prvni i druhé derivace podle prisluSnych promén-
nych. Nutnou podminkou existence extrému této funkce jsou nulové
hodnoty parcialnich derivaci
OR(u

( ):0, i=L2,..,n

kde n je pocet nezavisle proménnych.

Pro vySetfeni typu extrému (minimum, maximum) je nutné analy-
zovat jesté podminku postacujici. Nejcastéji se pouziva Silvestrova
pravidla, které vychazi z druhych parcidlnich derivaci. Podle tohoto

pravidla se vytvofi postupné determinanty ve tvaru
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Plati, ze:

a) jsou-li vSechny determinanty kladné, je v bod€ u, minimum;

b) je-li hodnota prvniho determinantu zdporna a dalsi hodnoty
determinanti st¥idaji znaménko, je v bod¢ u, maximum;

c) ve viech ostatnich pfipadech nelze typ extrému urcit.

Pozn.: U funkce dvou proménnych jde o tzv. sedlovy bod.

Priklad

Ukolem je nalézt extrém nelinearni funkce dvou proménnych u au,

Ru,u,) =6u’—4uu, + 4u?-2u + 4u,+7 4)
Prvni derivace

OR OR

OR1U2) sy gy —0y FRUM2) g0 1 4 (Sab)

8u1 Ouz

CHEMAGAZIN - Cislo 6 + Rocnik XX (2010)

Polozime-li pravé strany vySe uvedenych rovnic rovny nule, potom
jejich feSenim obdrzime soufadnice extrému: u,, = 0 au,, = -0,5.
Optimalni hodnotu ucelové funkce vypocteme dosazenim soufadnic

optimalniho bodu do rovnice (4): R = 6.
K provérce vlastnosti extrému:

2 2

ale,uz) _12: O RGu,uy) __, (6a,b)
duy Ouy0uy

2 2
0 R(ul,uz):_ . 0 R(ul,u2):8 (6C,d)

Ou»0uy uy?

Determinanty maji hodnotu:

12 -4

D, =12; D, = =12-8-4-4=280

Obé¢ hodnoty determinantti jsou kladné, takze extrémem tcelové
funkce je minimum.

3 Geometricka prezentace tuicelové funkce

Vitanou pomiickou pro demonstraci vyhledavani extrému ticelové
funkce jedné ¢i dvou proménnych je jeji geometrické zobrazeni.
V ptipadé funkce dvou proménnych se jednd o geometricky ttvar
zobrazeny v trojrozmérném prostoru. Pro tcelovou funkci (4) je
timto geometrickym ttvarem paraboloid, uvedeny na obr. 1.

Obr. 1 — Prabéh ucelové funkce (4) v prostorovém zobrazeni

K zobrazeni pribéhu vyhledavani extrému vyhodnéji pouzivime
priiméty hladin paraboloidu, tvoficich v soustavé osu , u,, tzv. mapu
vrstevnic s konstantnimi hodnotami dcelové funkce

R(u,u,) = konst (7

Pokrasovdni na dalsi strané

31



RIZENi A AUTOMATIZACE

V daném pripadé jsou tyto vrstevnice ve tvaru elips a jejich pribeh
je dan feSenim rovnice
u2 = f(ul) R = konst (8)
Pro hladiny R = 6,0; 6,2; 7,0; 10,0; 15,0; 23,0 je mapa vrstevnic
uvedena na obr. 2.

Grafické zobrazeni bylo realizovano ve vypocetnim systému
MATLAB s vyuzitim definovanych standardnich funkeci.

Toto zobrazeni bude dale pouzito i pro demonstraci postupu
hledani optima metodou simplexd.

4 Metoda simplexii
Metodu simplexd a jeji algoritmus pro feSeni optimalizacnich tloh
navrhli v roce 1962 Spendley, Hext a Himsworth [2]. Pod pojmem
simplex je v dvourozmérné geometrické interpretaci definovan
rovnostranny trojihelnik. Z uvedeného plyne, Ze pocet vrcholi
simplexu je vzdy o jednu vétsi, nez je rozmér daného prostoru, tzn.
nez je pocet nezavisle proménnych.

Zékladni idea hledani optima s pouZitim simplexu spociva v po-
stupném ruseni vrcholt simplexu, ve kterych je hodnota tcelové
funkce z pohledu kritéria optimalizace ,,nejhor$i“ ajejich nahradou
vrcholem ,,lepsim“, vytvofenym jako zrcadlovy obraz vrcholu ,,nej-
horsiho“. Simplex se tak ,,pohybuje® ze startovaci polohy smérem
k extrému ucelové funkce. Po dosazeni oblasti hledaného optima
se simplex zac¢ne ,,otacet” kolem nejlepsiho vrcholu, coz mize byt
vyuzito k ukonceni procesu optimalizace.

Postup hledani optima je pak nasledujici: v daném simplexu
nalezneme vrchol s nejhorsi hodnotou tucelové funkce (maximalni
v ptipadé hledani minima, minimalni v pfipadé hleddni maxima).
vrchold a uréime v ném pro dané nové hodnoty nezavisle pro-
meénnych hodnotu tcelové funkce. Pokud je jeji hodnota lepsi nez
byla hodnota ptivodni, povazujeme tento vrchol za vrchol nového
simplexu. Pidvodni vrchol vynechdme. Pokud nedojde ke zlepSeni
hodnoty tcelové funkce, je vybran v poradi dalsi, nevyhovujici
vrchol a popsanou proceduru opakujeme. Nepodafi-li se uspésné
zobrazit ani jeden z vrchold, nachdzime se v oblasti optima. De-
tailnéjs$i prohleddni oblasti optima lze pak provést opakované se
zmensenym simplexem az do dosazeni extrému s pfipustnou chybou
feSeni (jak je uvedeno dale).

Priklad

Postup hledani optima (minima) tic¢elové funkce (4) je s pouzitim

mapy vrstevnic (obr. 2) demonstrovan na obr. 3 a v tab. 1:

a) v rovin€ u,, u, vytvoiime dvourozmérny simplex (ve tvaru

rovnostranného trojihelniku) s tfemi vrcholy u' = [u,';u,'],

u = [ulz;uzz]’ W= [u13;u33];

b) v kazdém vrcholu uré¢ime hodnotu tcelové funkce R’, R* a R’.
Jak je patrno z nékresu, ve vrcholu 1 je hodnota icelové funkce
nejvyssi;

c) tento ,,nejhorsi“ vrchol, ve kterém je hodnota ticelové funkce
nejvétsi, zrcadlové zobrazime vzhledem k téziSti dalSich dvou
vrcholi 2 a 3;

d) v novém vrcholu u* = [u *u,"] ur¢ime hodnotu tcelové funkce
R*. Jeji hodnota je mensi nez R’, zruSime tedy vrchol u' = [u ';u,']
a zafadime do simplexu vrchol u* = [u *u,'], ktery je vrcholem
nového simplexu 2, 3, 4;

e) v novém simplexu ur¢ime vrchol s nejvétsi hodnotou tcelové
funkce. Je to vrchol #?* = [u,%u,*]>. Provedeme jeho zrcadlové
zobrazeni a ziskdme vrchol #’ = [u u,’]. V tomto vrcholu ur¢ime
hodnotu ticelové funkce R’. Postupujeme analogicky jako v bod¢ d)
a ziskdme simplex s vrcholy 3, 4, 5;

f) takto postupujeme v daném pripadé uspé$n¢ dile zdmeénou

vrcholi4 — 6,3 —>7,5—-8,6—09;

g) zobrazeni vrcholu u® = [u % "], ktery je v simplexu 7 -8 - 9
nejhorsi, do vrcholu u' = [u, 'u,"], evidentné nevede ke zlepSeni.
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Novy simplex s vrcholem 1’ = [u,'%u,"] proto nevytvorime;

h) zobrazime dalii ,,nejhorsi“ vrchol, u” = [u "u, | nau" = [u,';u,"].
Ani v tomto pripadé vSak nedochézi ke zlepSeni. Nachdzime se
v oblasti optima, ve kterém je nejlepsi vrchol 7;

i) vytvofime proto novy, ,,mensi“ simplex s vrcholy 7—12 - 13 (pro
potfebu nazorné&jsi prezentace jenom v poméru 2/1);

j) postupné zobrazime vrcholy 7 — 14,13 — 15, 12 — 16. K cili vede
pouze zobrazeni 7 — 14; ziskame tak novy simplex 12 — 13 — 14,

ve kterém je nejlepSim vrcholem vrchol 14;
k) pokud nebylo dosazeno splnéni podminek kritéria ukonceni
hledani optima, provedeme dalsi ,,zmenSeni“ simplexu a cely

postup hledani optima opakujeme.

Tab. 1 — Pohyb simplexu

Vychozi simplex1-2-3

zobrazeni hodnoceni
1-4 lepSi
2—-5 lepsi
4 -6 lepsi
37 lepSi
5—-8 lepsi
6—9 lepSi
8 —10 horsi
7—1 horsi
Novy zmenseny simplex 7 - 12 - 13
zobrazeni hodnoceni
7—14 lepSi
13515 horsi
12— 16 horsi
Novy zmenseny simplex 14 - 17 - 1
zobrazeni hodnoceni
14 — 19 horsi
17 — 20 horsi
18 — 21 horsi

Obr. 3 — Pohyb simplexu k optimu

5 Modifikace metody simplexii podle Neldera
a Meada a Boxe

V roce 1965 Nelder a Mead [3] navrhli modifikaci vySe popsané
metody, spocivajici v adaptaci rozméru simplexu podle dspésnosti
¢i neuspéednosti zobrazeni nového vrcholu. Navrhli, aby v pfipade¢,
kdy doslo k uspésnému zobrazenti, bylo pokracovano v tomto sméru
vyhledavani extrému a aby simplex v daném sméru byl ,,protazen®.
V pfipadé nedspéSného pokusu by se mél simplex ,,zkrétit“, viz obr.
4. Do nového simplexu doporucili potom zatadit ze dvou vrchold
vzdy ten lepsi. Touto upravou simplexu, v literatufe nazyvanou
»pruzny polyedr®, se simplex svym tvarem pfizpisobuje tvaru
povrchu ucelové funkce, tzn., Ze ve sméru k optimu se simplex
»prodluzuje“, naopak kolmo na smér k optimu se ,,zkracuje“. Na
tuto modifikaci vzapéti v témze roce navazal Box [4], ktery vzhle-
dem k postupné ,,deformaci“ pravidelného vychoziho simplexu
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navrhl jiz v samém pocatku nevychazet z pravidelného usporadéani
vrchold (napf. rovnostranného trojihelniku), ale vrcholy volit na-
hodné (napf. ve tvaru obecného trojuhelniku). Tento ttvar nazval
komplexem.

Obr. 4 - Prodluzovani, zkracovani a zmensovani simplexu

,2,3 - vychozi simplex
, 3, 4 — zobrazeni

, 3, 5 — prodlouzeni

, 3, 6 — zkraceni

, 7, 8 — zmenseni

Je tfeba se jesté alespon ve strucnosti zminit o podminkach
ukonceni vyhledavani optima. Tyto mohou vychézet ze tif zaklad-
nich pozadavkil: z minimalni ,,velikosti“ (,,rozméru“) simplexu,
z minimalniho rozptylu hodnot ticelové funkce ve vrcholech simple-
xu nebo z maximalniho poctu iteracnich krokd. Jejich podrobné;jsi
specifikaci a pouziti najde ctenar v libovolné literature, kterd je
vénovana optimalizaci a metodé simplexd, napt. v [5], [6], [7], [8],
[9] a v fadé dalsich publikaci.

Mnohé z dnes$nich matematickych programovych produktd, napf.
Mathematica, Statistica, Matlab maji programy pro hledani opti-
ma jiz ve svych knihovnach. Prikladem je napf. systémova funkce
fminsearch ve vypocetnim systému Matlab.

6 Reseni s pouzitim knihovni funkce fininsearch
programového produktu Matlab

Knihovni funkce fiminserch hleda optimum (minimum) definované
funkce metodou simplexti Neldera a Meada.

Obr. 5a — Vyvojovy diagram algoritmu Neldera a Meada fminsearch

j=j+1
Zatazeni u' = u
min = u

j=i+1
Zatazeniu' = u”
min=u

J=itl
Zatazeni ' = u’
min = u

Podminky
ukoneni spingny

Obr. 5b — Vyvojovy diagram algoritmu ucelové funkce F

’R =6uf —duyuy +4u3 —2u +duy +7
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Pouziti funkce fminsearch vyzaduje pro vypocet hodnot ucelové
funkce definovat uzivatelskou funkci F. ZjednoduSené vyvojové
diagramy algoritmd knihovni funkce fminsearch a uzivatelské
ucelové funkce F jsou ve tvaru funkci pro dvé nezdvisle proménné
uvedeny na obr. 5a,b. Vstupem do knihovni funkce fminsearch je
jméno uzivatelské funkce a startovaci vektor prvniho vrcholu sim-
plexu u, vystupem je vektor min, jehoz prvky zajiSt'uji minimalni
hodnotu uZzivatelské funkce, a hodnota této funkce R_, . Vstupem
do uzivatelské funkce F je vektor nezavisle proménnych (prvka vek-
toru prislusného vrcholu) u, vystupem je hodnota ticelové funkce R.

1. Po vyvolani funkce fminsearch v hlavnim programu a po vstupu
startovactho vektoru vrcholu simplexu u,, a jména ticelové funkce
@F (symbol @ neni soucasti jména, ale oznacuje, Ze nasledny text
je jméno funkce) jsou prvky startovaciho vektoru pfifazeny prvni-
mu vrcholu simplexu u! (potadova ¢isla vrcholti, pfipadné prvki
vektort budeme dale oznacovat hornim indexem). Nasleduje volani
funkce F a ve vrcholu 1 je vypoditana hodnota tcelové funkce R!
pro hodnoty nezévisle proménnych u' = [u ';u,']. Déle jsou v cyklu
J = 2, 3 vypocitany soutadnice dvou dalSich vrchold u? = [u,*u*] a
w® = [u *u,*]. Pro tyto hodnoty jsou pak voldnim funkce F vypocitdny
hodnoty tucelové funkce R? a R®.

2. Pokracuje vybér vrcholu 4, ve kterém je nejhorsi (nejvétsi) hod-
nota ucelové funkce R". Soutadnice tohoto vrcholu u" se zrcadlové
zobrazi do nového pracovniho vrcholu u”. Je volana funkce F a pro
pracovni soufadnice u,", u, vypocitana hodnota ticelové funkce R".

3. Nasleduje porovnani hodnot tcelové funkce nejhorsiho vrcholu
R" a nového pracovniho vrcholu R". Pokud je splnéna podminka,
Ze novy pracovni vrchol je lepsi (hodnota tcelové funkce v ném je
mensi) nez nejhorsi vrchol, tj. plati R© < R", pokracuje se bodem
4), pokud podminka splnéna nenfi, pokracuje se bodem 7).

4. Novy vrchol R” je zatazen do simplexu jako vrchol s pofadovym
¢islemj =j + 1, tj. &' = u” a hodnota ticelové funkce do proménné
R = R’. (Pozn. Priibézné ukladani hodnot prvkad vektoru & a hod-
noty R do paméti umozni v piipadé¢ potieby vyuzit tyto hodnoty pro
prezentaci tabulek a grafd pribéhu optimalizace). Vrchol 4 je tim
zru$en. Soufadnice nového vrcholu jsou zéroven uloZeny do vek-
torumin = u" a odpovidajici hodnota ti¢elové funkce do proménné
R . =R'.Vzhledem kispéSnému pokusu je simplex v tomto sméru
prodlouzen, jsou vypocitdny nové hodnoty prvki vektoru u™, u,”
au, . Je znovu voldna funkce F' a pro dané hodnoty nezévisle pro-
ménnych vypocitdna nova hodnota ucelové funkce R™.

5. Nova hodnota ucelové funkce se porovna s hodnotou predchaze-
jici. Bylo-li dosazeno zlepSeni hodnoty tcelové funkce, tj. splnéna
podminka R™ < R", pokracuje se bodem 6), jinak bodem 10).

6. Novy vrchol R™ je zafazen do simplexu jako vrchol s pofadovym
¢islemj =j + 1, tj.w/ = u™" a hodnota t¢elové funkce do proménné
R = R". Vrcholj je tim zruSen. Soufadnice nového vrcholu jsou
zaroven ulozeny do vektoru min = u™" a odpovidajici hodnota
ticelové funkce do proménné R . = R". Pokracuje se bodem 10).
7. Pokud je pokus nedspéSny, simplex se zkrati. Vypocitaji se nové
hodnoty prvki vektoru u®, u," au,” a vola se uzivatelskd funkce F;
pro dané hodnoty nezavisle proménnych je vypocitana nova hod-
nota ucéelové funkce R’".

8. Nova hodnota ucelové funkce se porovné s hodnotou vrcholu
nejhorsiho. Bylo-li dosaZzeno zlepSeni hodnoty ucelové funkce,
tj. splnéna podminka R* < R", pokracuje se bodem 9), jinak se
vracime k bodu 2).

9. Novy vrchol R’ je zatazen do simplexu jako vrchol s pofadovym
¢islemj =j + 1, tj. ' = u” a hodnota tcelové funkce do proménné
R = R". Vrchol 4 je tim zru$en. Soufadnice nového vrcholu jsou
zaroven ulozeny do vektoru min = u” a odpovidajici hodnota tuce-
lové funkce do proménné R . = R’

10. Jsou testovany podminky pro ukonceni hledani optima. Pokud je
n¢kterd z podminek splnéna, je hledani ukonceno vystupem vektoru
proménnych min, které zajist'uji minimalni hodnotu icelové funkce,
a hodnota této funkce R_, . Jinak se vracime k bodu 2).

Dokonceni na dalsi strané
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Prvni kroky hledani extrému dané funkce po startu programu jsou
graficky zobrazeny na obr. 6.

Vychozi startovaci vektor nezévisle proménnych je umistén do
stejné oblasti jako v pfedchéazejicim prikladu, tj. u° = [-0,5; -2,5].
Tvoti prvni vrchol simplexu u' = [u,;u,'] = [-0,5; -2,5]. Program
nasledné dopocita souradnice dalich dvou vrchold pravodhlého
trojihelniku podle pravidla u® = [u %u*] = [1,05u,%u,?] = [-0,525;
2,54 = [uSu,’] = [u 1,050, = [-0,5; -2,65]. Hodnoty ticelové
funkce ve vrcholech tohoto vychoziho simplexu jsou nasledujici:
R'=19,50; R* = 19,45 a R* = 21,31. Nejhorsi je vrchol 4 = 3. Pro-
vede se jeho zrcadlové zobrazeni u* = [-0,525; —2,375], ve kterém
je hodnota tcelové funkce R* = 17,78. Hodnota je lepsi, dochazi
proto k prodlouzeni simplexu, u’ = [ 0,5375; -2,25]. Hodnota tice-
lové funkce je v tomto vrcholu R = 16,22. Vzhledem k tomu, Ze je
lepsinez R*, je vrchol 3 ze simplexu vypustén a nahrazen vrcholem 5.
Ziskdme novy simplex 1 —2 —5. DalSi postup je jiz ziejmy z obrazku.

Obr. 6 — Start simplexu
-0,55 05 -045

vychozi simplex

zobrazeni

protaZeni

22
24

26 N,

28

uq

Priibéh ,,pohybu* simplexu vyjadieny graficky body kazdého no-
vého vrcholu je uveden na obr. 7. Na obr. 8 je pak zobrazen pribéh
odpovidajicich hodnot ti¢elové funkce.

Obr. 7 — Pohyb simplexu k optimu
2

1.6

20 ﬂ
il
16 \“
14 ¥

12 i
10 X

£
s

R(Uy.Uy)

0 10 20 30 40 80 a0 70 a0

Hledani optima je ukonceno po 41. dspé$ném iteracnim kroku,
kdy rozmér simplexu klesl pod definovanou chybu feSeni.

Vysledné feseni je
u,,, = 0,000026426; u, = -0,500029067a R = 6,000000010642
Z uvedeného je patrno, Ze zjiSténé optimalni hodnoty nezéavisle
proménnych se od teoretickych hodnot (v, = 0,0; u,, = -0,5)
lisi az na 5. desetinném misté, optimalni hodnota ucelové funkce
(R__ = 6,0) az na 8. desetinném misté.

2opt

opt
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Problematika je FeSena v rdmci vyzkumného ziméru MSM
0021627505 ,, Rizeni, optimalizace a diagnostika sloZitych systémii“
a programu védeckovyzkumné spoluprdce CR a SR KONTAKT MSMT
¢. MEB 0810003 , Identifikace a Fizeni sloZitych nelinedrnich soustav
s vyuzitim metod umélé inteligence .
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Abstract

SIMPLEX SEARCH METHOD - EFFECTIVE TOOL FOR OPTIMI-
ZATION

Summary: Simplex search method is described in the paper as a technique for
optimization of complex functions with subject to constraints. Such a function
can be given in analytical form (continuous or discrete) but also as experimental
data. By reasons of illegible presentation and simple geometric interpretation
the solution is demonstrated on two-dimensional optimum finding problem.
Key words: simplex method, amoeba simplex
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